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Введение

Нашей целью является обучение применению математических методов в биологических исследованиях, или, другими словами, построению и анализу математических моделей биологических объектов, которые часто называют биологическими системами, чтобы подчеркнуть  их  сложность. 

Модель – это аналог моделируемого объекта, более доступный для исследования. Модели могут быть как натурными (уменьшенная модель самолета или автомобиля, продуваемая в аэродинамической трубе, или животное, используемое в качестве модели человека при испытании токсичности нового лекарственного средства), так и абстрактными. Не замечая этого, мы постоянно пользуемся абстрактными вербальными (словесными) моделями и, следует признать, что они удовлетворяют подавляющую часть  наших потребностей не только в повседневной, но также в научной и производственной деятельности. Математические модели, основанные на использовании чисел, символьных обозначений, графиков, строгих определений и правил вывода, расширяют арсенал абстрактного моделирования. По сравнению с вербальными моделями они более удобны для описания количественных, геометрических и структурных  аспектов моделируемого объекта (системы) и менее уязвимы в отношении скрытых логических  пропусков и противоречий.

Математические модели можно классифицировать по разным основаниям.  В частности, можно их разделить на вероятностные (вероятностно-статистические, статистические, стохастические) модели, т.е. такие в которых принципиально учитывается неполная предсказуемость результата при заданных известных условиях, и детерминистические модели, в которых исходные условия предопределяют получение  однозначного конечного результата. В первой части книги рассматриваются вероятностные, а во второй – преимущественно детерминистические модели. 

Можно также разделить математические модели на функциональные и дифференциальные. Функциональные модели описывают связь одних характеристик моделируемого объекта с другими в виде функции или алгебраического уравнения (неявной функции). В частности, эти модели могут описывать динамику поведения объекта, если аргументом функции служит время и/или возраст. Дифференциальные модели строятся на основе описания локальных во времени и/или пространстве связей компонентов моделируемой системы. Они специально предназначены для моделирования динамики, которая, однако, в отличие от функциональных моделей, в дифференциальных моделях задается неявно (локально), а ее явная функциональная зависимость от времени находится путем аналитического или численного (компьютерного) интегрирования модели. Дифференциальным моделям посвящена вторая часть данной книги, тогда как в первой части рассматриваются функциональные модели.

Функциональный характер вероятностно-статистических моделей наиболее явно проявляется в регрессионной модели, выражающей так называемую зависимую переменную y в виде функции одной или нескольких независимых переменных x с добавлением случайной ошибки 
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Однако даже простая задача оценивания распределения вероятностей значений некоторой наблюдаемой величины y может рассматриваться как анализ вырожденной функциональной модели вида 
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в котором основное внимание сосредоточено на случайной ошибке  
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Дифференциальные модели, называемые также динамическими системами и используемые для моделирования биологических систем, чаще всего задаются  спомощью систем дифференциальных уравнений. Заметим, что в предыдущем предложении слово система было использовано в трех разных смыслах, обозначающих, соответственно, модель, моделируемый объект и средство моделирование (совокупность уравнений). Методологически, было бы более правильным использовать в этих трех случаях разные термины, однако следует учитывать сложившуюся практику и ориентироваться на контекст. 

Глава 1. Основы теории вероятностей



Задача теории вероятностей состоит в построении и анализе вероятностных математических моделей реальных явлений, учитывающих недетерминированные, случайные аспекты этих явлений.

В биологии, ввиду сложности изучаемых ею объектов и процессов, особенно часто приходится пользоваться вероятностными моделями. Например, уже в такой простой задаче, как сравнение размеров самцов и самок некоторого вида животных, мы встречаемся с той трудностью, что отдельные особи, как самцы, так и самки, имеют разные размеры, причем некоторые самки крупнее некоторых самцов, а некоторые самцы мельче некоторых самок.

Выход состоит в рассмотрении данной ситуации с вероятностной точки зрения, согласно которой размеры отдельных особей представляют собой случайно выбранные значения из двух потенциально бесконечных множеств (генеральных совокупностей) самцов и самок данного вида.

Вероятностное описание генеральной совокупности считается заданным, если заданы доли встречаемости элементов всех возможных размеров в этой генеральной совокупности.

Далее мы увидим, что удобно задавать распределение долей разных размеров с помощью некоторой функции, называемой функцией распределения вероятностей. При таком подходе задача сравнения размеров самцов и самок сводится к задаче сравнения соответствующих функций распределения.

Данная глава посвящена рассмотрению основных понятий теории вероятностей и математических свойств вероятностных моделей.

Для проверки адекватности вероятностных моделей и их подгонки к реально наблюдаемым данным служат методы математической статистики, которые рассматриваются в следующей главе.
1.1 Случайные события и их вероятности

Исходным понятием теории вероятностей является понятие случайного испытания (эквивалентные термины: опыт, эксперимент, наблюдение), т.е. действия, приводящего к некоторому результату, который, вообще говоря, нельзя однозначно предсказать, зная комплекс условий проведения испытания. Например, нельзя заранее наверняка угадать, гербом или решкой упадет подброшенная вверх монета. Нельзя однозначно предсказать пол будущего цыпленка по внешнему виду яйца.
Предполагается, что случайное испытание в принципе можно повторять неограниченное число раз, сохраняя комплекс условий, но получая, вообще говоря, разные результаты.

1.1.1 Пространство элементарных событий

Множество интересующих нас возможных результатов, которые могут произойти при проведении испытания с заданным комплексом условий, называют пространством (множеством) элементарных событий (иногда используют термин - пространство элементарных исходов). Пространство элементарных событий 
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 должно быть полной системой событий, а именно, в результате испытания обязательно должно произойти одно, и только одно, из элементарных событий (далее дано точное определение полной системы событий).

При бросании монеты пространство элементарных событий состоит из двух элементарных событий: 
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 - «герб» и «решка». При определении пола вылупившегося из яйца цыпленка пространство элементарных событий также состоит из двух элементарных событий: 
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 - «самец» и «самка».

При бросании кубика с пронумерованными от 1 до 6 гранями (игральная кость) пространство элементарных событий состоит из шести элементарных событий: 
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, где 
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 соответствует номеру грани, которая оказывается после бросания наверху.

При определении массы новорожденного элементарными событиями будут все возможные результаты взвешивания. Количество элементарных событий в данном случае зависит от возможного диапазона изменения массы и от точности взвешивания. Часто, однако, в подобных ситуациях удобно расширить множество элементарных событий, отказавшись от указания диапазона изменения измеряемой величины и допустив неограниченную точность измерения. В этом случае множество элементарных событий будет состоять из всех действительных чисел от 
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. Конечно, при этом среди элементарных событий будут такие, которые заведомо не могут появиться в результате испытания, например, -2 г, 10100 г и т. п., однако включение в 
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 лишних невозможных элементарных событий не противоречит определению пространства элементарных событий.

Пространство элементарных событий может порождаться не одной, а двумя и более измеряемыми характеристиками. Например, если одновременно фиксируется вес и рост новорожденного, то пространство элементарных событий состоит из пар действительных чисел, т. е. геометрически представляет собой плоскость.

1.1.2 Операции над событиями

Элементарные события можно объединять  в более сложные события. Например, объединение элементарных событий 
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 при бросании кубика образует событие «выпадение нечетного номера». Вообще, любое подмножество пространства элементарных событий называется случайным (составным) событием, или просто событием. Событие 
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, включающее все элементарные события, называется достоверным или полным. Считается, что событие происходит, когда происходит одно из составляющих его элементарных событий. Например, событие 
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 происходит, когда происходит или 
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, или 
[image: image17.wmf]3

w

, или 
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. Полное событие происходит всегда, поскольку, по определению, в результате испытания обязательно должно произойти одно из элементарных событий. Полезно ввести понятие невозможного, или пустого события 
[image: image19.wmf]Æ

, т. е. события, не содержащего ни одного элементарного события. Невозможное событие не происходит никогда.

Поскольку все события являются множествами элементарных событий, то их можно комбинировать, используя теоретико-множественные операции: объединение, пересечение, дополнение.

· Объединением, или суммой событий 
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 и 
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, называется событие (обозначается 
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 или 
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), состоящее из всех элементарных событий, входящих хотя бы в одно из событий 
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 или 
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. Событие 
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 происходит, когда происходит хотя бы одно из событий 
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 или 
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.
· Пересечением, или произведением событий 
[image: image29.wmf]A

 и 
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, называется событие (обозначается 
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 или 
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), состоящее из всех элементарных событий, входящих одновременно и в 
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, и в 
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 происходит, когда происходят одновременно 
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 и 
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.
· Дополнением, или отрицанием события 
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, называется событие (обозначается 
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), включающее все элементарные события, не входящие в 
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. Событие 
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 происходит, когда не происходит 
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События 
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 и 
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 называются непересекающимися, или несовместными, если их пересечение есть невозможное событие, т. е. 
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Определение. Система событий 
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 называется полной системой событий, если 
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Примером полной системы будет система всех элементарных событий 
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. Любая пара событий 
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 и 
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 также представляет собой полную систему.
1.1.3 Вероятности событий

Понятие вероятности имеет два аспекта: содержательный и формально-математический.

С содержательной точки зрения вероятность некоторого события определяется относительными шансами появления этого события по сравнению с другими событиями. Экспериментально эти шансы реализуются при многократном повторении событий. Частота появления события в длинном ряду испытаний является естественной оценкой вероятности события.

Точный смысл сказанному дает формальное аксиоматическое определение вероятности.

Определение. Для заданного пространства элементарных событий 
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 вероятностью события 
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 называется функция 
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, удовлетворяющая следующим аксиомам Колмогорова (Колмогоров, 1936):
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Следствия. Из приведенных аксиом непосредственно вытекают следующие свойства вероятности:

1. 
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Примечание. Выше мы определили случайное событие как любое подмножество множества 
[image: image66.wmf]W

.  Однако, если, например, 
[image: image67.wmf]W

 является множеством действительных чисел, то среди множества всех подмножеств этого множества можно найти подмножества 
[image: image68.wmf]A

 настолько необычные, можно сказать, «уродливые» (так называемые неизмеримые подмножества), что с ними нельзя связать какую-либо функцию  
[image: image69.wmf])
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 - см., например, (Тутубалин, 1992). Следовательно, не любое подмножество из 
[image: image70.wmf]W

 может быть событем с точки зрения аксиоматического определения вероятности – оно должно быть измеримым. С другой стороны, формулировка аксиомы 3 подразумевает, что счетное объединение событий также должно быть событием. Эти два требования удовлетворяются, если события принадлежат некоторой 
[image: image71.wmf]s

–алгебре измеримых подмножеств множества 
[image: image72.wmf]W

 (т.е. они измеримы и их дополнения и конечные или счетные объединения или пересечения принадлежат той же 
[image: image73.wmf]s

–алгебре). В случае евклидова пространства такой  
[image: image74.wmf]s

–алгеброй  может быть  
[image: image75.wmf]s

–алгебра борелевских множеств, образованная любыми параллепипедами (в одномерном случае – отрезками), а также их дополнениями и конечными или счетными объединениями и пересечениями. 

Естественность аксиоматического определения вытекает из доказываемой на его основе теоремы Бернулли, связывающей аксиоматическое определение вероятности с ее частотной интерпретацией.

Теорема Бернулли. Вероятность отклонения частоты появления события 
[image: image76.wmf]A

 в 
[image: image77.wmf]n

 независимых испытаниях (понятие независимости будет введено позднее) от вероятности этого события 
[image: image78.wmf])
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 на величину большую, чем заданное число 
[image: image79.wmf]e

, стремится к 0 при 
[image: image80.wmf]n

, стремящемся к бесконечности («частота стремится к вероятности по вероятности»):
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где 
[image: image82.wmf]m

 - число появлений события 
[image: image83.wmf]A

 в 
[image: image84.wmf]n

 испытаниях.

Эта теорема (мы докажем ее позже при рассмотрении неравенства Чебышева) утверждает, как нам и хотелось бы, что при увеличении числа испытаний частота стремится к вероятности, однако не в обычном детерминированном смысле, а в вероятностном. При этом в принципе не исключается возможность того, что даже при очень большом числе испытаний может получиться значение частоты 
[image: image85.wmf]n
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, сильно отличающееся от вероятности 
[image: image86.wmf])
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, однако вероятность этого события очень мала. Например, не исключено, что при 100 бросаниях симметричной монеты мы получим 100 орлов, т.е частоту 
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, которая сильно отличается от вероятности  
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, однако вероятность такого большого отклонения частоты от вероятности 
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 равна ничтожно  малой величине 
[image: image90.wmf]100

2

1

.

Другим доводом в пользу выбранной системы аксиом будет наличие конкретных вероятностных моделей, в которых эта система аксиом естественна. Рассмотрим две такие модели.
1.1.4 Модель равновероятных элементарных событий

В модели равновероятных элементарных событий (называемой также классической моделью вероятности) число элементарных событий конечно и они считаются равновероятными. Примерами могут служить испытания с бросанием монеты (два равновероятных события), кубика (шесть равновероятных событий) или результаты скрещивания двух гетерозиготных особей 
[image: image91.wmf]Aa

 (четыре равновероятных события: 
[image: image92.wmf]AA

, 
[image: image93.wmf]Aa

, 
[image: image94.wmf]aA

, 
[image: image95.wmf]aa

).
Вероятность события в классической модели определяется как отношение числа элементарных событий, составляющих это событие, к числу всех элементарных событий. Например, вероятность получения потомка с доминантным признаком в результате скрещивания двух гетерозиготных особей равна 
[image: image96.wmf]4

3

, поскольку это событие включает (часто говорят - «ему благоприятствуют») три элементарных события (
[image: image97.wmf]AA

, 
[image: image98.wmf]Aa

 и 
[image: image99.wmf]aA

) из четырех возможных (опыт Менделя).

Очевидно, что свойства вероятности, постулируемые в аксиоматическом определении, здесь непосредственно следуют из определения вероятности как отношения числа «благоприятствующих» элементарных событий к общему числу возможных равновероятных событий.

Решение вероятностных задач с использованием классической модели часто облегчается использованием комбинаторных формул. Эти формулы определяют число элементарных событий в опытах, состоящих в случайном выборе 
[image: image100.wmf]m

 элементов из 
[image: image101.wmf]n

 различных элементов. При этом в постановке каждого такого опыта строго оговорено, каким способом производится выбор и что понимается под различными выборами.

Существуют две принципиально различные схемы выбора. В первой схеме выбор осуществляется без возвращения элементов, т.е. каждый отобранный элемент исключается из исходного множества 
[image: image102.wmf]n

 элементов. Назовем эту схему выбором без возвращения. Во второй схеме выбор осуществляется поэлементно с обязательным возвращением отобранного элемента на каждом шаге и тщательным перемешиванием исходного множества перед следующим выбором. Назовем эту схему выбором с возвращением. После того как выбор осуществлен, отобранные элементы могут быть либо упорядочены в порядке выбора из исходного множества (в этом случае будем говорить, что «порядок выбора элементов важен»), либо нет (в этом случае будем говорить, что «порядок выбора элементов не важен»).

Следовательно, для определения числа способов (обозначим это число – 
[image: image103.wmf]N

) выбора 
[image: image104.wmf]m

 элементов из исходного множества 
[image: image105.wmf]n

 элементов надо рассмотреть четыре различные постановки задачи:

1. Выбор без возвращения. Порядок выбора важен.


[image: image106.wmf])!

(

!

m

n

n

A

N

m

n

-

=

=


2. Выбор без возвращения. Порядок выбора не важен.
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3. Выбор с возвращением. Порядок выбора важен.


[image: image108.wmf]m
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4. Выбор с возвращением. Порядок выбора не важен.
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Задачи

1. Сколькими способами можно разместить двенадцать мышей, занумерованных от 
[image: image110.wmf]1

 до 
[image: image111.wmf]12

, в четырех клетках 
[image: image112.wmf]D
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 по три мыши в каждой?

2. В распоряжении агрохимика есть шесть различных типов минеральных удобрений. Ему необходимо провести эксперименты по изучению совместного влияния любой тройки минеральных удобрений. Сколько всего экспериментов ему придется провести, если: a) порядок внесения удобрений несущественен? b) Существенен?

3. Для лечения некоторой хронической болезни применяются пять лекарств 
[image: image113.wmf]e
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. Врач хочет провести сравнительное исследование трех из этих пяти лекарств. Три исследуемых лекарства врач отбирает из данных пяти случайным образом. Чему равна вероятность того, что: a) лекарство 
[image: image114.wmf]a

 будет исследовано? б) будут исследованы лекарства 
[image: image115.wmf]a

 и 
[image: image116.wmf]b

? в) будет исследовано по крайней мере одно из лекарств 
[image: image117.wmf]a

 и 
[image: image118.wmf]b

? 

4. В некоторой лаборатории партии животных проверяют выборочно, а именно, партию из десяти животных принимают, если при проверке трех из них, выбранных наугад, трое оказываются здоровыми. Какова вероятность того, что лаборатория примет партию животных, в которой 6 больных животных? 

5. Классифицируются 
[image: image119.wmf]n

 особей по 
[image: image120.wmf]r

 признакам, 
[image: image121.wmf]r
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³

. Найти вероятность того, что никакие две особи не принадлежат к одному и тому же классу. Все возможные распределения особей по классам равновероятны.

1.1.5 Геометрическая модель

Рассмотрим некоторую область 
[image: image122.wmf]W

 на плоскости с площадью 
[image: image123.wmf]W

S

. Определим вероятность произвольного участка 
[image: image124.wmf]A

 с площадью 
[image: image125.wmf]A
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 в этой области как долю его площади в площади всей области:
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С помощью такой модели можно, например, описать эксперимент, состоящий в регистрации попадания космической частицы на фотопластинку.

 Определение вероятности в соответствии с приведенной формулой полностью согласуется с аксиоматическим определением, поскольку из геометрических свойств площадей непосредственно следует, что 
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1.1.6 Условная вероятность и независимость

Условной вероятностью 
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 события 
[image: image132.wmf]A

 при условии, что произошло событие 
[image: image133.wmf]B

, называют отношение


[image: image134.wmf])

(

)

(

)

|

(

B

P

AB

P

B

A

P

=


вероятности пересечения событий 
[image: image135.wmf]A

 и 
[image: image136.wmf]B

 к вероятности события 
[image: image137.wmf]B

 (предполагается, что 
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). Из определения условной вероятности непосредственно следует правило умножения:
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(«вероятность произведения равна произведению условной вероятности на вероятность условия»).

Рассматривая условные вероятности при условии 
[image: image140.wmf]B

, мы фактически переходим к новой генеральной совокупности, которая является частью первоначальной и включает только элементы, соответствующие событию 
[image: image141.wmf]B

. Доля таких элементов в генеральной совокупности равна 
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. Событие 
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 можно интерпретировать как извлечение элемента, соответствующего событию 
[image: image144.wmf]A

 из совокупности элементов, соответствующих событию 
[image: image145.wmf]B

. Доля таких элементов во всей генеральной совокупности равна 
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 равна 
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Пример. Найдем вероятность того, что потомок, полученный в результате скрещивания гетерозиготных родителей, гомозиготен, если он имеет доминантный признак.

Вероятность наличия доминантного признака равна, как мы уже видели, 
[image: image149.wmf]4
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. Вероятность гомозиготности при наличии доминантного аллеля, т. е. вероятность пересечения событий 
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 и 
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, равна вероятности события 
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, т. е. 
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. Таким образом, искомая условная вероятность равна
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С понятием условной вероятности тесно связано понятие независимости событий. Вообще, можно определить понятие независимости и безотносительно к условной вероятности. 

Определение. Два события называются независимыми, если вероятность их пересечения равна произведению их вероятностей:
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Из этого определения, однако, сразу следует, что условная вероятность 
[image: image156.wmf]A

 при условии 
[image: image157.wmf]B

 равна безусловной вероятности 
[image: image158.wmf]A
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и также, что условная вероятность 
[image: image160.wmf]B

 при условии 
[image: image161.wmf]A

 равна безусловной вероятности 
[image: image162.wmf]B
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Более того, любое из условий 
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 или 
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 влечет выполнение соотношения
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определяющего независимость.

Примеры.

1. Рассмотрим два события: 
[image: image167.wmf]A

 - попадание частицы в левую половину фотопластинки, 
[image: image168.wmf]B

 - попадание частицы в нижнюю четверть фотопластинки. События 
[image: image169.wmf]A

 и 
[image: image170.wmf]B

 имеют вероятности 
[image: image171.wmf]2
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 и 
[image: image172.wmf]4
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. Событие 
[image: image173.wmf]AB

, соответствующее попаданию частицы в пересечение 
[image: image174.wmf]A

 и 
[image: image175.wmf]B

, т.е. в левый нижний угол фотопластинки, имеет вероятность 
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. Поскольку 
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, т. е. 
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, то события 
[image: image179.wmf]A

 и 
[image: image180.wmf]B

 независимы.

2. Зависимы ли события «наличие доминантного признака» 
[image: image181.wmf]{
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 и гомозиготность 
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? Вероятность первого события равна 
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, вероятность второго - 
[image: image184.wmf]2
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. Вероятность их пересечения равна 
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. Поскольку 
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, то события не являются независимыми.

К этому же выводу можно прийти иначе. Мы видели, что вероятность гомозиготности при наличии доминантного аллеля равна 
[image: image187.wmf]3

1

. Вообще же вероятность гомозиготного потомка равна 
[image: image188.wmf]2

1

. Таким образом, условная вероятность не равна безусловной и, следовательно, события зависимы.

3. Рассмотрим случайное испытание, состоящее из двух последовательных бросаний монеты. Результатом этого события будут четыре равновероятных элементарных события: герб - герб, герб - решка, решка - герб, решка - решка (или 
[image: image189.wmf]РР
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). Зависимы ли события «выпадение герба в первом бросании» 
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 и «выпадение герба во втором бросании» 
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, то события независимы.

Задачи

1. Два охотника стреляют в волка, причем каждый делает по одному выстрелу. Для первого охотника вероятность попадания в цель 0,7, для второго – 0,8. Какова вероятность хотя бы одного попадания? Как изменится результат, если охотники сделают по два выстрела?

2. Докажите, что события 
[image: image196.wmf]A

 и 
[image: image197.wmf]B

 (
[image: image198.wmf]A

 и 
[image: image199.wmf]B

) независимы, если независимы 
[image: image200.wmf]A

 и 
[image: image201.wmf]B

?

3. Докажите, что если два события 
[image: image202.wmf]A

 и 
[image: image203.wmf]B

 c положительными вероятностями несовместны, то они зависимы.

4. “Осторожный фальшивомонетчик”. Дворцовый чеканщик кладет в каждый ящик вместимостью в сто монет одну фальшивую. Король подозревает чеканщика и подвергает проверке монеты, взятые наудачу по одной в каждом из 100 ящиков. Какова вероятность того, что чеканщик не будет разоблачен?

5. Известно, что при трех бросаниях игральной кости цифра 6 выпала хотя бы один раз. Какова вероятность того, что она выпала два раза?

6. Предположим, что в семье с 3-мя детьми все возможные распределения детей по полу равновероятны. Событие 
[image: image204.wmf]A

 - «в семье имеются дети обоих полов» и событие 
[image: image205.wmf]B

 - «в семье имеется не более одной девочки». 1) События 
[image: image206.wmf]A

 и 
[image: image207.wmf]B

 независимы? 2) А для семей с 2-мя детьми события 
[image: image208.wmf]A

 и 
[image: image209.wmf]B

 независимы?

1.1.7 Формула полной вероятности и формула Байеса

Пусть имеется полная система событий 
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(формула полной вероятности).

Пример. Пусть имеются три трудноразличимые при диагнозе болезни 
[image: image215.wmf]1
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, 
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[image: image217.wmf]3
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, встречающиеся с частотой 50, 40 и 10%, и есть метод лечения 
[image: image218.wmf]B

, приводящий к успеху соответственно в 70, 75 и 90% случаев. Какова вероятность излечения для пациента, страдающего одной (неизвестно, какой именно) из болезней 
[image: image219.wmf]1
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Имеем 
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Из соотношений, полученных в соответствии с правилом умножения
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Заменяя 
[image: image232.wmf])
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 в знаменателе по формуле полной вероятности, получаем формулу Байеса, или формулу вероятностей гипотез
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Вероятности 
[image: image234.wmf])
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, в данном контексте носят название априорных вероятностей гипотез 
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, а вероятности 
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, называются апостериорными вероятностями гипотез 
[image: image239.wmf]i

A

. Формула Байеса, таким образом, позволяет, исходя из результатов эксперимента, корректировать имеющиеся знания о вероятностях интересующих нас событий.

Пример. Рассмотрим предыдущие данные, однако изменим вопрос. Предположим, что лечение по методу 
[image: image240.wmf]B

 оказалось успешным. Что можно сказать на основании этого факта относительно диагноза? Формула Байеса дает следующие результаты:
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[image: image242.wmf]4
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[image: image243.wmf]13
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Мы видим, что вероятность диагноза 
[image: image244.wmf]1

A

 несколько снизилась, а вероятность диагноза 
[image: image245.wmf]3

A

 повысилась, что, конечно, естественно, поскольку лечение 
[image: image246.wmf]B

 более эффективно при болезни 
[image: image247.wmf]3

A

.

Задачи.

1. Предположим, что 5% всех мужчин и 0,25% всех женщин дальтоники. Наугад выбранное лицо оказалось дальтоником. Какова вероятность, что это мужчина? (Считать, что мужчин и женщин одинаковое число.)

2. При рентгеновском обследовании вероятность обнаружить заболевание туберкулезом у больного туберкулезом равна 0,9. Вероятность принять здорового человека за больного равна 0,01. Пусть доля больных туберкулезом по отношению ко всему населению равна 0,001. Найти вероятность того, что человек здоров, если он был признан больным при обследовании.

3. Среди 25 экзаменационных билетов 5 «хороших». Два студента по очереди берут по одному билету. Найти вероятности следующих событий: 
[image: image248.wmf]A

=(первый студент взял хороший билет); 
[image: image249.wmf]B

=(второй студент взял хороший билет); 
[image: image250.wmf]C

=(оба студента взяли хорошие билеты).

4. Из 10 мышей менее трех доживают до двух лет с равной вероятностью. Найти вероятность того, что из взятых наугад пяти мышей ни одна не доживет до двух лет. Хотя бы одна доживет до двух лет.

5. Ваши друзья могут с равной вероятностью играть в одну из двух игр. В одной игре используется одна игральная кость, а в другой – две игральные кости. Счет в любой игре равен количеству очков, выпавших на одной кости, или на обеих костях вместе. Вы слышите, что в какой-то игре у них выпало 2 очка. Какова вероятность, что они играют в игру с одной костью?

6. В первой урне 8 белых и 2 черных шара, во второй урне 16 черных шаров. Из каждой урны наудачу извлекли по 1 шару, а затем из этих шаров наудачу взят 1 шар. Найдите вероятность того, что он белый.

7. Закон Харди-Вайнберга. В родительской популяции генотипы 
[image: image251.wmf]aa
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 встречаются с частотами 
[image: image252.wmf]2
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, соответственно. Найти распределение генотипов потомков после случайного скрещевания, т.е. каждого потомка можно рассматривать как результат случайного выбора родителей, и все выборы взаимно независимы.

8. Найти три вероятности того, что потомок имеет генотип 
[image: image253.wmf]AA

 при условии, что одна из родительских особей (мужская или женская) имеет генотип: (1) 
[image: image254.wmf]AA

, (2) 
[image: image255.wmf]Aa

, (3) 
[image: image256.wmf]aa

. Другая родительская особь имеет один из генотипов 
[image: image257.wmf]aa
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. В родительской популяции генотипы 
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, соответственно, и рассматривается случайное скрещивание.

9. В родительской популяции генотипы 
[image: image260.wmf]aa
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, соответственно. Известно, что их потомок имеет генотип 
[image: image262.wmf]AA

. Найти вероятность того, что его брат имеет генотип 
[image: image263.wmf]Aa

 при случайном скрещивании родителей.

 1.1.8 Формула Бернулли

При проведении 
[image: image264.wmf]n

 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события равна 
[image: image265.wmf]p
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, вероятность наступления этого события ровно 
[image: image267.wmf]k

 раз описывается формулой Бернулли
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где 
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Отсюда следует, что вероятность наступления события не менее 
[image: image270.wmf]1
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 раз и не более 
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Задачи

1. Что вероятнее произойдет при бросании правильной монеты – герб выпадет один раз при двух бросаниях или герб выпадет три раза при шести бросаниях?

2. Вероятность хотя бы одного появления события 
[image: image274.wmf]A

 при четырех независимых опытах равна 0,5. Какова вероятность появления события 
[image: image275.wmf]A

 при одном опыте, если при каждом опыте эта вероятность одинакова?

3. Всхожесть семян некоторого сорта растений оценивается с вероятностью 0,8. Какая вероятность больше, из десяти наугад выбранных семян взойдет хотя бы одно или из двенадцати семян взойдут хотя бы два?

4. В некоторой популяции насекомых 30% особей инфицированы. Что вероятнее, найти хотя бы одну инфицированную особь из 10 наугад выбранных насекомых или более одной из 12?

5. При одном цикле осмотра радиолокационной станции, следящей за космическим объектом, объект будет обнаружен с вероятностью 0,5. Сколько надо провести циклов осмотра, чтобы вероятность обнаружения объекта была больше 0,99?

1.2. Случайные величины и их распределения
Определение. Одномерной случайной величиной 
[image: image276.wmf]x

, или просто случайной величиной, называют любую числовую функцию, определенную на пространстве элементарных событий 
[image: image277.wmf]W

.

Примеры.

1. Рассмотрим пространство элементарных событий, которое получается в результате независимых бросаний двух монет. В этом примере пространство элементарных событий состоит из четырех элементарных событий, которым сопоставляется вероятность 0,25. Определим теперь на этом пространстве случайную величину 
[image: image278.wmf]x

, равную числу гербов, появившихся при бросании двух монет. Очевидно, что значения случайной величины 
[image: image279.wmf]x

 есть 0, 1, 2, и случайная величина принимает эти значения с вероятностями 0.25, 0.5, 0.25, соответственно.

2. Пусть у нас имеется некоторое количество кроликов 
[image: image280.wmf])
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, среди которых доля альбиносов равна 0.05. Предположим, что мы из общего количества 
[image: image281.wmf]N

 кроликов наугад выбрали 40. Рассмотрим пространство элементарных событий 
[image: image282.wmf]W

 для представления результатов данного эксперимента. В этом примере пространство элементарных событий состоит из 
[image: image283.wmf]40
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 равновероятных элементарных событий. Определим теперь на этом пространстве случайную величину 
[image: image284.wmf]x

, равную числу альбиносов среди 40 выбранных кроликов. Множество возможных значений случайной величины 
[image: image285.wmf]x

 есть числа от 0 до 40 включительно. Из формулы Бернулли следует, что вероятность того, что случайная величина 
[image: image286.wmf]x

 примет значение 
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Так как одномерная случайная величина 
[image: image290.wmf]x

 представляет собой числовую функцию на пространстве элементарных событий, то любая числовая функция 
[image: image291.wmf])
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 от случайной величины в соответствии с определением также является случайной величиной.

1.2.1. Функция распределения случайной величины

Определение. Функцией распределения вероятностей, или просто функцией распределения (иногда применяют термин кумулятивная функция распределения) случайной величины 
[image: image292.wmf]x

, называется функция 
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, равная для любого значения 
[image: image294.wmf]x

 вероятности события 
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Иногда в литературе применяется другое обозначение функции распределения вероятностей случайной величины 
[image: image297.wmf])
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. Из определения (1.1) легко вывести следующие свойства функции распределения:
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На рис. 1.1 приведен график функции распределения вероятностей случайной величины из первого примера предшествующего пункта.
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Рис. 1.1. Функция распределения 
[image: image304.wmf])
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 случайной величины из первого примера п. 2.1

1.2.2 Дискретные случайные величины

Различаются два типа случайных величин: дискретные, т.е. принимающие конечное или счетное число значений, и непрерывные, принимающие любое значение на некотором непрерывном промежутке действительной числовой оси.

Определение. Дискретной случайной величиной 
[image: image305.wmf]x

 называется случайная величина, принимающая конечное или счетное множество значений 
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Обозначим множество всех возможных значений, которые принимает дискретная случайная величина 
[image: image307.wmf]x

, через 
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Таким образом, 
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 - ступенчатая функция, равная постоянной на любом интервале, не содержащем точек 
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Таким образом, чтобы задать дискретную случайную величину 
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, достаточно описать множество всех возможных значений случайной величины 
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Наиболее распространенными формами представления дискретных случайных величин являются табличная
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и графическая (рис. 1.2-1.5), отображающие зависимость вероятности 
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, выражающая эту зависимость, называется распределением вероятностей  дискретной случайной величины.
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Рис.1.2. Распределение вероятностей дискретной 

случайной величины.

Наиболее известными примерами дискретных случайных величин являются: случайная величина, распределенная по дискретному равномерному закону, биномиально распределенная случайная величина, случайная величина, распределенная по закону Бернулли, случайная  величина, распределенная по закону Пуассона.
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, называется случайной величиной, распределенной по дискретному равномерному закону. На рис. 1.3 рассматриваемая случайная величина (для 
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) представлена в графической форме. Случайная величина, распределенная по дискретному равномерному закону, является моделью событий с равновероятными исходами (см. пример с бросанием игральной кости).
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Рис.1.3. Распределение вероятностей дискретного равномерного распределения (
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), называется случайной величиной, распределенной по закону Бернулли с параметром 
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. Случайная величина, распределенная по закону Бернулли - это удачная модель для описания многих конкретных испытаний, имеющих два исхода (наиболее известный пример - бросание правильной монеты - здесь 
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), в том числе и в биологии, например, присутствие или отсутствие некоторого признака, пол родившегося детеныша и т. д.
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, называется биноминально распределенной случайной величиной, а 
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 и 
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 - параметрами распределения. На рис. 1.4 биномиальная случайная величина представлена в графической форме. Пример использования биномиальной случайной величины дан в п. 1.2.
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Рис.1.4. Распределение вероятностей биномиально 

распределенной случайной величины для 
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Заметим, что случайная величина, распределенная по закону Бернулли, является частным случаем биномиальной случайной величины для 
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Случайная величина 
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  принимающая счетное множество значений 
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 называется случайной величиной, распределенной по закону Пуассона. Величина 
[image: image365.wmf]l

 называется параметром распределения Пуассона.

На рис. 1.5 случайная величина, распределенная по закону Пуассона, представлена в графической форме. Случайная величина, распределенная по закону Пуассона, служит моделью числа появления некоторого события за единицу времени, численности бактерий в единице объема, численности животных на единице площади, и т.п.
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Рис. 1.5. Распределение вероятностей Пуассоновской случайной величины с 
[image: image367.wmf]5
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.

Распределение Пуассона иногда называют «распределением вероятностей редких событий» поскольку оно хорошо описывает ситуацию случайно и независимо друг от друга появляющихся событий  в течение заданного периода времени (регистрации радиоактивных частиц в счетчике Гейгера, телефонные звонки, появление посетителей в малопосещаемом магазине и т.п.).  Существенна именно независимость событий, а их "редкость" требуется лишь для того, чтобы можно было пренебречь вероятностью одновременного появления двух событий. Если параметр 
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 относится к единице времени, то периоду времени длительностью 
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 будет соответствовать пуассоновское распределение с параметром 
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. Соответственно, вероятность того, что в течение периода 
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 не произойдет ни одного события, равна
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Если, например, появление события влечет гибель организма, то можно 
[image: image373.wmf]t

e

p

l

-

=

0

 интерпретировать как вероятность того, что организм доживет до возраста 
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 («вероятность дожития»). Параметр 
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 в этом случае называют интенсивностью смертности, или просто смертностью. Из приведенной формулы видно, что  чем больше 
[image: image376.wmf]l

, тем меньше вероятность дожить до заданного возраста 
[image: image377.wmf]t

 и, конечно, чем больше этот заданный возраст, тем меньше вероятность до него дожить (типичный пример - время жизни стакана в столовой).

Из других часто используемых дискретных распределений отметим  отрицательное биномиальное распределение и гипергеометрическое распределение.

Задачи

1. Нарисовать график функции распределения случайной величины, распределенной по закону Бернулли.

2. Нарисовать график функции распределения случайной величины, распределенной по дискретному равномерному закону (
[image: image378.wmf]6
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).

3. Вероятность хотя бы одного появления события A при четырех независимых опытах равна 0,61. Какова вероятность появления события A при одном опыте, если при каждом опыте эта вероятность одинакова?  

1.2.3 Непрерывные случайные величины
Определение. Непрерывной случайной величиной называется случайная величина, для которой функция распределения 
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 непрерывна, и существует функция 
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, называемая функцией плотности вероятностей, или просто функцией плотности, определенная для всех 
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Формула (1.2) с учетом интерпретации величины интеграла как площади представлена графически на рис. 1.6. Справедливы следующие свойства функции плотности:

1. 
[image: image383.wmf]0

)

(

³

x

f


          2. 
[image: image384.wmf]ò

+¥

¥

-

=

1

)

(

dx

x

f


3. 
[image: image385.wmf](

)

ò

=

£

<

2

1

)

(

2

1

x

x

dx

x

f

x

x

P

x



[image: image386.png](x)

X




Рис. 1.6. Связь между функцией распределения 
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 и функцией плотности 
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.

Свойство 3 функции плотности проиллюстрировано на рис. 1.7. Мы видим, что функция плотности служит наглядной формой представления непрерывных случайных величин, являющихся моделью для описания многих экспериментов, связанных с измерением количественных признаков (например, массы животного, длины какой-то части тела, температуры, влажности, урожайности и т. д.). По функции плотности легко сравнить вероятности того, что случайная величина примет значение из одного или другого интервала. Знание функции плотности случайной величины 
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 дает полную информацию о непрерывной случайной величине 
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, т. е. знание о ее распределении. 


[image: image391.png]x)

i




Рис. 1.7. Определение вероятности 
[image: image392.wmf])

(

2

1

x

x

P

£

<

x

 попадания случайной величины 
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 в интервал от 
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 до 
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 по функции плотности.

Простейшим примером непрерывной случайной величины является равномерно распределенная случайная величина.

Определение. Случайная величина 
[image: image396.wmf]x

 называется равномерно распределенной на отрезке 
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 - это параметры распределения), если ее функция плотности имеет вид
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Нетрудно проверить, что так введенная функция удовлетворяет свойствам 1 -3. График функции плотности равномерно распределенной на отрезке 
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 случайной величины приведен на рис. 1.8. Вероятность того, что равномерно распределенная случайная величина 
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 примет значение из отрезка определенной длины 
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Рис. 1.8. Функция плотности 
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 равномерно распределенной на отрезке 
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 случайной величины

Определение. Непрерывная случайная величина 
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 называется распределенной по экспоненциальному закону с параметром 
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 если функция плотности 
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 случайной величины 
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 имеет вид
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где 
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График функции плотности экспоненциально распределенной случайной величины представлен на рис. 1.9. Функция распределения экспоненциального распределения равна
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В частности, вероятность дожития до определенного возраста имеет экспоненциальное распределение (см. обсуждение пуассоновского распределения). 
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Рис. 1.9. Функция плотности 
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 экспоненциального распределения: 

(1) 
[image: image420.wmf]2
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; (2) 
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Из других часто используемых непрерывных распределений отметим (без определения) треугольное распределение, распределение Эрланга, распределение Вейбулла, гамма-распределение, бета-распределение.

Современные пакеты прикладных программ позволяют получать графики функции распределения, распределения вероятностей дискретной случайной величины и плотности непрерывной случайной величины.

Задачи

1. Нарисовать график функции распределения случайной величины распределенной по равномерному закону на отрезке 
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.

2. Нарисовать график функции распределения случайной величины распределенной по экспоненциальному закону с параметром 
[image: image423.wmf]2
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.

1.2.4 Нормальное и связанные с ним распределения

Построение статистических моделей чаще всего основывается на предположении о нормальности используемых распределений.

Определение. Непрерывная случайная величина 
[image: image424.wmf]x

 называется нормально распределенной случайной величиной, т.е. распределенной по нормальному, или гауссовскому закону с параметрами 
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График функции плотности нормально распределенной случайной величины представлен на рис. 1.10 в двух вариантах: 
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 симметричен относительно прямой, проходящей через точку 
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Рис. 1.10. Функция плотности 
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При практическом использовании нормального распределения оказывается полезным следующее его свойство: площадь под функцией плотности 
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Если 
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 - константы. В частности, случайная величина
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Это распределение называется стандартным нормальным распределением. Функция плотности 
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Многие наблюдаемые в реальных экспериментах случайные величины подчиняются приблизительно нормальному закону распределения. По этой причине значительная часть классической статистической теории предполагает нормальность распределения рассматриваемой случайной величины. Теоретическое основание для этого предположения дает центральная предельная теорема, согласно которой распределение суммы независимых случайных величин, ни одна из которых не доминирует, при увеличении числа слагаемых сходится к нормальному распределению.

В приложениях статистики очень часто используют связанные с нормальным распределения: распределение 
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-распределение. Плотности этих распределений выражаются через стандартные математические функции в виде некоторых (довольно громозких) формул, которые и служат определением распределений. Мы же дадим «конструктивное» определение, раскрывающее возможности использования этих распределений в математической статистике.

Предположим, что каждая из 
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График функции плотности распределения 
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 изображен на рис. 1.11 в двух вариантах: 
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Рис. 1.11. Функция плотности 
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В теории вероятностей дается следующее конструктивное определение распределения Стьюдента.
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имеет распределение Стьюдента с 
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 степенями свободы (записывается 
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График функции плотности 
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-распределения см. на рис. 1.12 в двух вариантах: 
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Рис. 1.12. Функция плотности 
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Предположим теперь, что каждая из 
[image: image496.wmf]m

n

+

 независимых случайных величин 
[image: image497.wmf]m

n

n

n

,...,

,

,...,

,

+

+

x

x

x

x

x

1

2

1

 распределена нормально с параметрами 0 и 
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имеет 
[image: image501.wmf]F

-распределение с 
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 степенями свободы (записывается 
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График функции плотности 
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-распределения представлен на рис. 1.13 в двух вариантах: 
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Рис. 1.13. Функция плотности 
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Иногда возникает ситуация, когда рассматриваемую случайную величину удается с помощью несложных изменений преобразовать в нормально распределенную случайную величину. Так, например, в биологических исследованиях часто возникает логнормальное распределение.

Определение. Непрерывная случайная величина 
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 называется распределенной по логнормальному закону с параметрами 
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1.2.5 Характеристики распределений

Полная информация о случайной величине дается ее распределением вероятностей - дисретным распределением в дискретном случае, функцией плотности – в непрерывном, либо функцией распределения в любом из этих двух случаев. Однако для решения многих задач достаточно знать лишь некоторые числовые характеристики, называемые характеристиками распределения случайной величины, дающие относительно полное представление об ее свойствах. Важнейшими среди них являются математическое ожидание, дисперсия, среднее квадратическое отклонение, коэффициент вариации, моменты, центральные моменты, коэффициент асимметрии, коэффициент эксцесса, медиана, мода, первая квартиль, третья квартиль, интерквартильный размах, квантили.

Определение. Математическим ожиданием случайной величины 
[image: image517.wmf]x

 (иногда применяется термин среднее или генеральное среднее) называется число 
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если 
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 - дискретная случайная величина и 
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если 
[image: image523.wmf]x

 - непрерывная случайная величина.

Математическое ожидание 
[image: image524.wmf]x
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 является характеристикой положения центра распределения, или, как иногда говорят, мерой центральной тенденции, точнее, средним (взвешенным по вероятностям) значений случайной величины.

В табл. 1.1 приведены значения математических ожиданий для рассмотренных в предыдущем пункте распределений. Читателю советуем, хотя бы для двух распределений, одного дискретного и одного непрерывного, вычислить математические ожидания самостоятельно.

Таблица 1.1. Основные характеристики некоторых теоретических распределений
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Свойства математического ожидания (приведем доказательства этих свойств для дискретной случайной величины):

1. Если 
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для дискретной случайной величины 
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для непрерывной случайной величины 
[image: image567.wmf]x
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4. Для любых двух случайных величин 
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5. Если 
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Дискретные случайные величины называются независимыми, если для любых i и j, i=1,…, k, j=1,…, l, 
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 (определение независимости двух непрерывных случайных величин будет дано в 1.3.2.).  . В этом случае  
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Для описания многих практически важных свойств случайной величины необходимо знание не только ее математического ожидания, но и отклонения возможных ее значений от среднего значения. Например, у случайных величин, принимающих значения ±1 и ±10 с вероятностями 
[image: image587.wmf]2
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, математические ожидания совпадают и равны нулю, но отклонение их значений от нуля разное.

Для измерения разброса значений случайной величины около среднего значения часто используют такие характеристики как дисперсия, среднее квадратическое отклонение, коэффициент вариации.

Определение. Дисперсией случайной величины называется число 
[image: image588.wmf]x
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 - дискретная случайная величина, и
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если 
[image: image593.wmf]x

 - непрерывная случайная величина.

Дисперсия характеризует средний квадрат отклонения случайной величины от своего математического ожидания.

В табл. 1.1 приведены значения дисперсий для рассмотренных в предыдущем параграфе распределений. Читателю советуем, хотя бы для двух распределений - одного дискретного и одного непрерывного - вычислить дисперсии самостоятельно.

Свойства дисперсии (доказательства всех свойств основаны на свойствах математического ожидания):
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 - константа, это следует из 1. 
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5. Если 
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 и 
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 - независимые случайные величины, то
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Можно доказать, что из свойств 
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В дальнейшем мы часто будем использовать преобразование  стандартизации случайной величины 
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Сколь вероятными могут оказаться большие отклонения от 
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? Ответ на этот вопрос дает неравенство Чебышева, которое позволяет оценивать вероятность отклонения случайной величины 
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Приведем вывод этой формулы для дискретной случайной величины. Пусть случайная величина 
[image: image619.wmf]x

 имеет конечную дисперсию 
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 - любое положительное число. Если в этой сумме выбросить все слагаемые, для которых 
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откуда следует доказываемое неравенство.

С помощью неравенства Чебышева, в частности, легко доказывется сформулированная ранее теорема Бернулли. Действительно, пусть 
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, получаем доказательство теоремы Бернулли.

Определение. Средним квадратическим отклонением случайной величины (используется также термин «стандартное отклонение») называется квадратный корень дисперсии
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Среднее квадратическое отклонение, следовательно, является, как и дисперсия, мерой рассеяния распределения, но измеряется, в отличие от дисперсии, в тех же единицах, которые используют для измерения значений случайной величины.

Определение. Коэффициентом вариации случайной величины 
[image: image637.wmf]x

 называется число 
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Таким образом, коэффициент вариации является, как и дисперсия, и среднее квадратическое отклонение, мерой рассеяния распределения, но служит для измерения среднего квадратического отклонения в долях математического ожидания.

Определения.

1. Моментом  порядка 
[image: image641.wmf]n

 (иногда применяют термин «начальный момент  порядка 
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2. Центральным моментом порядка 
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 случайной величины 
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 называется число 
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Таким образом, математическое ожидание случайной величины является моментом первого порядка, а дисперсия - центральным моментом второго порядка. Термин «момент» заимствован из теоретической механики. Известно, что первый момент 
[image: image649.wmf]1
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Кроме этих моментов наиболее часто используются третий и четвертый центральные моменты.

Определение. Коэффициентом асимметрии случайной величины 
[image: image654.wmf]x

 называется величина


[image: image655.wmf]2

/

3

0

,

3

1

)

D

(

x

m

b

=


а коэффициентом эксцесса случайной величины 
[image: image656.wmf]x

 - величина
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Рис. 1.14. Пример распределений с положительной (
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Если плотность распределения случайной величины симметрична, то коэффициент асимметрии 
[image: image661.wmf]0
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. На рис. 1.14 приведены графики функций плотности в двух случаях: 
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. Для нормального распределения коэффициент эксцесса 
[image: image663.wmf]2
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 равен 0. Если же распределение сосредоточено вокруг среднего теснее, чем нормальное, то 
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, в противном случае 
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Задачи

1. Вычислить математическое ожидание и дисперсию для распределения Бернулли с параметром 
[image: image666.wmf]p

.

2. Вычислить математическое ожидание и дисперсию для биномиального распределения с параметрами 
[image: image667.wmf]n

 и 
[image: image668.wmf]p

.

3. Вычислить математическое ожидание для Пуассоновского распределения.

4. Cтанок может остановиться с вероятностью 
[image: image669.wmf]p

. Число изготовленных деталей до остановки – случайная величина. Найти закон ее распределения и математическое ожидание.

5. Доказать, что дисперсия числа появлений успеха при одном испытании не превосходит 0,25.

6. В некоторой партии зерна 
[image: image670.wmf]3
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 зерен невсхожие. Наугад выбираем 4 зерна. Случайная величина – число всхожих среди них зерен. Найти закон ее распределения, среднее и дисперсию.

7. Каково должно быть среднее числа бактерий в единичной пробе, чтобы вероятность того, что в пробе имеется хотя бы одна бактерия, была не меньше 1/2.

8. Имеется пять проб воздуха единичного объема, которые в среднем содержат по 2 бактерии в пробе. Найти вероятность того, что, по крайней мере, в одной пробе имеется не менее двух бактерий.

Как уже говорилось, математическое ожидание является характеристикой положения центра распределения. Другими характеристиками положения являются медиана и мода.

Определение. Медианой случайной величины 
[image: image671.wmf]x

 называется такое число 
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Если 
[image: image675.wmf]x

 - непрерывная случайная величина, то определение медианы наглядно иллюстрируется  на графике функции плотности, как это показано на рис. 1.15. 
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Рис. 1.15. Медиана распределения

Если распределение случайной величины симметрично, как, например, в случае нормального распределения, то медиана совпадает с математическим ожиданием. Однако для несимметричных распределений математическое ожидание и медиана, вообще говоря, не совпадают.

Определение. Модой непрерывной случайной величины называется такое  значение 
[image: image677.wmf]x

, в котором 
[image: image678.wmf])
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 достигает своего локального максимума.
Мода есть «центр сгущения» случайной величины в смысле наиболее часто встречающихся значений. Распределение с одной модой называется унимодальным, а распределение с несколькими модами - мультимодальным. Для симметричного унимодального распределения мода совпадает с математическим ожиданием, а следовательно, и с медианой. 

Для несимметричных распределений математическое ожидание, медиана и мода, вообще говоря,  не совпадают. На рис. 1.16 для несимметричного унимодального распределения показаны все три характеристики положения распределения.
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Рис. 1.16. Мода, медиана и математическое ожидание.

Можно ввести еще две характеристики распределения, определяемые аналогично медиане - первую квартиль и третью квартиль.
Определение. Первой квартилью (часто используется термин «нижняя квартиль») распределения случайной величины 
[image: image680.wmf]x

 называется такое число 
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а третьей квартилью («верхняя квартиль») распределения случайной величины 
[image: image685.wmf]x

 называется такое число 
[image: image686.wmf]3

Q

, что


[image: image687.wmf]4

/

3

)

(

3

³

£

Q

P

x

 и
[image: image688.wmf]
[image: image689.wmf]4

/

1

)

(

3

³

³

Q

P

x


Если 
[image: image690.wmf]x

 - непрерывная случайная величина, то определение квартили удобно иллюстировать графически в соответствии с рис. 1.17.
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Рис. 1.17. Первая и третья квартили распределения.

Вероятность того, что случайная величина примет значение в промежутке 
[image: image692.wmf]]
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Разность 
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 называется интерквартильным размахом и может служить, аналогично среднеквадратическому отклонению, мерой рассеяния значений случайной величины.

Определение. Квантилью порядка 
[image: image695.wmf]p

 распределения 
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C

, такое, что 
[image: image698.wmf]p

C

F

p

=

)

(

.
Для непрерывной случайной величины это определение наглядно  иллюстрируется графически, как это показано на рис. 1.18.
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Рис. 1.18. Графическая иллюстрация определения квантили

Из определения квантили следует, что медиана - это квантиль порядка 0,5, первая квартиль - квантиль порядка 0,25, а третья квартиль - квантиль порядка 0,75.
Для некоторых, наиболее распространенных в математической статистике распределений созданы таблицы квантилей.
Очень часто, особенно в пакетах прикладных программ по статистической обработке, вместо термина «квантиль» используется термин «процентиль», когда порядок квантили выражается в процентах.

1.3  Многомерные случайные величины
Совокупность 
[image: image700.wmf]m

 функций, определенных на одном и том же множестве элементарных событий, называется 
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-мерной случайной величиной 
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. Многомерная случайная величина полностью определяется ее функцией распределения вероятностей
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удовлетворяющей следующим условиям:
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где 
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 - функция распределения одномерной случайной величины 
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Одномерные случайные величины 
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 называются независимыми, если их совместная функция распределения равна произведению одномерных функций распределения
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1.3.1 Дискретные многомерные случайные величины

Многомерная случайная величина называется дискретной, если составляющие ее случайные величины являются дискретными. Многомерная дискретная случайная величина полностью определяется набором значений вероятностей
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заданных для любой комбинации значений 
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. Функция распределения в этом случае выражается через вероятности 
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Рассмотрим в качестве примера двумерную случайную величину 
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В итоговых строке и столбце записаны суммы по столбцам и по строкам 
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Итоговый столбец определяет одномерное (маргинальное) распределение случайной величины 
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определяющие условное распределение случайной величины 
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 при фиксированном значении другой случайной величины 
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[image: image762.wmf]x

 и 
[image: image763.wmf]h

 являются независимыми.

1.3.2 Непрерывные многомерные случайные величины
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Рассмотрим непрерывную двумерную случайную величину 
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Аналогично определяется маргинальная плотность 
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Условная плотность случайной величины 
[image: image775.wmf]x

 при заданном значении случайной величины 
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откуда получаем непрерывный аналог формулы умножения вероятности («совместная плотность равна произведению условной плотности на плотность условия»):

[image: image778.wmf])

(

)

(

)

,

(

y

f

y

x

f

y

x

f

h

=

.

Аналогично условное распределение 
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 задается формулой
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Непрерывные случайные величины будут независимыми, если
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Характеристикой связи случайных величин 
[image: image783.wmf]x
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 является коэффициент корреляции.

Определение. Коэффициентом корреляции двух случайных величин 
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Двумерным нормальным распределением называют распределение вероятностей двумерной непрерывной случайной величины 
[image: image805.wmf])

,

(

h

x

, если функция плотности имеет вид


[image: image806.wmf]]

)

)(

(

2

)

(

)

(

[

)

1

(

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

2

2

2

2

1

2

1

2

e

1

2

1

)

,

(

s

s

m

m

r

s

m

s

m

r

r

s

ps

-

-

-

-

+

-

-

-

-

=

y

x

y

x

y

x

f


где
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 - некоторые параметры. Можно доказать, что маргинальные случайные величины 
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 - их математические ожидания и дисперсии, а 
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  коэффициент корреляции.

Действительно, если составляющие двумерной нормально распределенной случайной величины 
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Следовательно, если составляющие двумерной нормально распределенной случайной величины некоррелированы, то они и независимы. Таким образом, для составляющих двумерного нормального распределения понятия независимости и некоррелированности равносильны.
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Математическое ожидание случайной величины 
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Предположим теперь, что 
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Если мы теперь дополнительно предположим, что все случайные величины 
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